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Definition 1 (DFT) Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) der Länge N
ist gegeben durch

T : CN → CN ,

yj := Tj(x) :=

N−1∑

k=0

xkω
jk
N (1)

mit
ωN := e

−2πi
N = cos(2π/N)− i sin(2π/N). (2)

In der Definition läßt sich direkt ablesen, daß jeder Ergebniswert yj von allen Ein-
gangswerten xk abhängt. Ein naiver iterativer Algorithmus zur Berechnung der DFT
hat also eine Zeitkomplexität von O(N2).

Definition 2 (2D-DFT) Die 2D-DFT ist gegeben durch

T : CN1×N2 → CN1×N2 ,

yj1,j2 := Tj1,j2(x) :=

N1−1∑

k1=0

N2−1∑

k2=0

xk1,k2
e−2πi(j1k1/N1+j2k2/N2). (3)

Die 2D-DFT läßt sich auf die 1D-DFT zurückführen

Tj1,j2(x) =

N1−1∑

k1=0

(

N2−1∑

k2=0

xk1,k2
e−2πij2k2/N2)e−2πij1k1/N1 (4)

=

N1−1∑

k1=0

(

N2−1∑

k2=0

xk1,k2
ωj2k2

N2
)ωj1k1

N1
. (5)
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2.1 Permutationen

Im Zusammenhang mit Butterfly- und de Bruijn-Graphen ist die folgende Permu-
tation und ihre Umkehrung von Bedeutung

Definition 3 (Shuffle- und Unshuffle-Permutation) Die Shuffle-Permutation
σl,p ist eine Abbildung

σl,p : N→ N,

σl,p((an−1, . . . , ap+l, ap+l−1, ap+l−2, . . . , ap, ap−1, . . . , a0)2) (6)

= (an−1, . . . , ap+l, ap+l−2, . . . , ap, ap+l−1, ap−1, . . . , a0)2

Es werden also in der Dualdarstellung einer Zahl l Stellen ab der Position p zyklisch
nach links rotiert.
Die Unshuffle-Permutation σ−1

l,p ist die Umkehrabbildung zu σl,p.

Beispiele: σ4,2((10100110)2) = (10001110)2, σ−1
4,2((10001110)2) = (10100110)2.
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Abbildung 1: links: Butterfly-Graph, rechts: iterativ fortgesetzter de Bruijn-Graph
(Basis 2, Dimension 3).

2.2 Graphen

2.2.1 Butterfly-Graphen

Ein n dimensionaler Butterfly-Graph zur Basis 2 besteht aus n Stufen und 2n Knoten
pro Stufe. Für die Stufen t = 1, . . . , n ist ein Knoten a = (an−1, . . . , a0)2 mit den
beiden Vorgängern (an−1, . . . , an−t+1, 0, an−t−1, . . . , a0)2 und
(an−1, . . . , an−t+1, 1, an−t−1, . . . , a0)2 verbunden (Abbildung 1).

2.2.2 De Bruijn-Graphen

Ein n dimensionaler de Bruijn-Graph zur Basis 2 besteht aus 2n Knoten und
2(n + 1) Kanten. Jeder Knoten hat 2 ein- und 2 ausgehende Kanten. Bei der Be-
schreibung von Verbindungsnetzwerken werden de Bruijn-Graph iterativ verwendet.
Ein Knoten a = (an−1, . . . , a0)2 ist mit seinen Vorgaengern (0, an−1, . . . , a1)2 und
(1, an−1, . . . , a1)2 und seinen Nachfolgern (an−2, . . . , a1, 0)2 und (an−2, . . . , a1, 1)2

verbunden (Abbildung 1).
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Bei der schnellen Fourier-Transformation (FFT) handelt es sich um einen Algo-
rithmus zur Berechnung der DFT, der durch Anwendung des Divide and Conquer -
Paradigmas eine Zeitkomplexität von O(N logN) erreicht. Im folgenden soll der
iterative FFT-Algorithmus und seine Datenflußstruktur hergeleitet werden, da diese
auch die Grundlage paralleler Implementierungen bilden.

Sei N := 2p > 1, p ∈ N und n := N/2.
Die Berechnung der Komponenten yj wird getrennt für gerade und ungerade Indizes
j betrachtet. Ziel ist jeweils, die Berechnung der Komponenten yj auf die Berechnung
einer DFT der halben Länge n zurückzuführen.
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Für j = 0, . . . n− 1 gilt

y2j =
N−1∑

k=0

xkω
2jk
N =

n−1∑

k=0

(xkω
2jk
N + xn+kω

2j(n+k)
N ) (7)

Um die beiden Summanden zusammenzufassen betrachten wir

ω
2j(n+k)
N = ωjN+2jk

N = ω2jk
N = ωjkn (8)

Wir erhalten also

y2j =

n−1∑

k=0

(xk + xn+k)ωjkn (9)

Analog erhalten wir für ungerade Indizes von y

y2j+1 =

N−1∑

k=0

xkω
(2j+1)k
N =

n−1∑

k=0

(xkω
(2j+1)k
N + xn+kω

(2j+1)(n+k)
N ) (10)

=
n−1∑

k=0

(xkω
2jk
N ωkN + xn+kω

2j(n+k)
N ωn+k

N ) (11)

Zum Zusammenfassen der Summanden benötigen wir noch, daß gilt

ωn+k
N = ω

N/2+k
N = cos(

2π

N
(N/2 + k))− i sin(

2π

N
(N/2 + k)) (12)

= cos(π +
2π

N
k)− i sin(π +

2π

N
k) = − cos(

2π

N
k) + i sin(

2π

N
k) = −ωkN

Damit ergibt sich für diesen Fall

y2j+1 =
n−1∑

k=0

(xk − xn+k)ωkN ωjkn (13)

Die Gleichungen 9 und 13 zeigen, daß wir (y2j)
T
0≤j<n−1 durch die DFT der Länge n

von (xj+xn+j)
T
0≤j<n−1 und (y2j+1)T0≤j<n−1 durch die DFT von ((xj−xn+j)ω

j
N )T0≤j<n−1

erhalten. Für n > 1 läßt sich dieses Verfahren auf die beiden DFTs der Länge n
getrennt rekursiv anwenden.

Dieses Vorgehen führt zu einem Butterfly-Graph der Dimension ldN zur Basis 2
als Datenflußgraph der FFT (Abbildung 2).
Im ersten Schritt ergeben sich folgende Funktionen in den Knoten

f
(1)
j (a, b) =

{
a+ b falls 0 ≤ j < n

(a− b)ωj−nN falls n ≤ j < N
(14)

Auf die Datenflußstruktur haben die Gewichte ωj−nN keine Auswirkung, so daß es im
Folgenden ausreicht nur die beiden Typen

f1(a, b) = a+ b für die erste Hälfte und
f2(a, b) = (a− b)W,W ∈ C für die zweite Hälfte

(15)

zu unterscheiden.

Durch das in jedem Schritt vorgenommene Anordnen der Ergebnisse zu geraden In-
dizes in der oberen Hälfte des betrachteten Ausschnitts, befindet sich das Ergebnis
yj der DFT in der letzten Spalte in der durch die gespiegelte ldN -stellige Dualdar-
stellung von j bestimmten Zeile (Bitreversal).
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Abbildung 2: Datenflußgraph der FFT (N = 8).
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Parallele 2D-FFT Algorithmen sind in der digitalen Bildverarbeitung von Bedeu-
tung, wenn Bilder aus z.B. 512 × 512 Pixeln, also 218 einzelnen Werten, möglichst
in Echtzeit transformiert werden sollen. In diesem Abschnitt sollen zwei vom An-
satz und der Verteilung der Daten auf die Prozessoren her verschiedene parallele
2D-FFT Algorithmen für den Einsatz auf MIMD-Systemen (Multiple Instruction
Multiple Data) vorgestellt werden. Als Kommunikationsnetzwerk des Zielsystems
wird jeweils ein Basis 2 de Bruijn-Graph angenommen.

Es gibt zwei Möglichkeiten Algorithmen zur Berechnung der 2D-DFT zu realisieren

• durch geschachtelte Anwendung der 1D-FFT

• durch Übertragung des Vorgehens beim Entwickeln der 1D-FFT auf 2 Dimen-
sionen

Für die folgenden Algorithmen habe die Eingangsmatrix die Größe N × N mit
N := 2p > 1, p ∈ N und es sei n := N/2.

4.1 Algorithmus 1: Realisierung durch 1D-FFTs

Ein 2D-FFT Algorithmus läßt sich gemäß der Gleichung

yj1,j2(x) =

N−1∑

k2=0

(

N−1∑

k1=0

xk1,k2
ωj1k1

N )ωj2k2

N (16)

unter Verwendung des 1D-FFT Algorithmus konstruieren. Zunächst werden die
Spalten der Eingabematrix durch die 1D-FFT transformiert. Anschließend werden
dann auf gleiche Weise die Zeilen transformiert. Die Datenflußstruktur läßt sich wie
bei der 1D-FFT durch einen Butterfly-Graph beschreiben, in dem jedoch jetzt in der
ersten Hälfte die Spalten- und in der zweiten die Zeilentransformationen stattfinden.
Hieraus ergeben sich andere Gewichte der Knotenfunktionen. Aus der Reihenfolge
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Abbildung 3: Algorithmus 1, Ansatz: 2-stufiger Butterfly-Graph zur Basis 2 (N 2 =
16).

Abbildung 4: Algorithmus 1, 1. Schritt: Übergang zu einem homogenen Datenfluß-
graph (N2 = 16).
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Abbildung 5: Algorithmus 1, 2. Schritt: Skalierung auf P Prozessoren (N 2 = 16,
P = 4).

Abbildung 6: Algorithmus 1, Ergebnis: Einbettung in den Kommunikationsgraph des
Zielsystems (N2 = 16 und P = 4).
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der Transformationen ergibt folgende Datenverteilung auf die Knoten des Butterfly-
Graphen (Abbildung 3)

0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15

Ein paralleler 2D-FFT Algorithmus für P Prozessoren auf Basis dieses Butterfly-
Graphen läßt sich wie folgt konstruieren

• die Knoten im Butterfly-Graph werden mit jedem Schritt Shuffle-permutiert
(σldN2,0), um einen bzgl. der Verbindungen homogenen de Bruijn-Graph zu

erhalten (Abbildung 4)

• der de Bruijn-Graph der Dimension ldN 2 wird in einen de Bruijn-Graph der
Dimension ldP eingebettet, der dem Kommunikationsnetzwerk des Zielsy-
stems entspricht (Abbildungen 5 und 6)

4.2 Algorithmus 2: Basis 4 2D-FFT

Ein anderer Ansatz überträgt das Vorgehen bei der Entwicklung des 1D-FFT Algo-
rithmus. Für j = 0, . . . , n− 1 ergibt sich

y2j1,2j2 =
N−1∑

k1=0

N−1∑

k2=0

xk1,k2
ω2j2k2+2j1k1

N (17)

=
N−1∑

k1=0

(
N−1∑

k2=0

xk1,k2
ω2j2k2

N )ω2j1k1

N

=
N−1∑

k1=0

(
n−1∑

k2=0

(xk1,k2
+ xk1,n+k2

)ωj2k2
n )ω2j1k1

N

=
n−1∑

k1=0

(
n−1∑

k2=0

(xk1,k2
+ xk1,n+k2

)ωj2k2
n +

n−1∑

k2=0

(xn+k1,k2
+ xn+k1,n+k2

)ωj2k2
n )ωj1k1

n

=
n−1∑

k1=0

(
n−1∑

k2=0

(xk1,k2
+ xk1,n+k2

+ xn+k1,k2
+ xn+k1,n+k2

)ωj2k2
n )ωj1k1

n

=
n−1∑

k1=0

n−1∑

k2=0

(xk1,k2
+ xk1,n+k2

+ xn+k1,k2
+ xn+k1,n+k2

)ωj2k2+j1k1
n

Die Berechnung der Matrix (y2j1,2j2)0≤j1,j2<n−1 wird also auf die Berechnung der
DFT der n × n-Matrix (xj1,j2 + xn+j1,n+j2)0≤j1,j2<n−1 zurückgeführt. Die Werte
y2j1,2j2+1, y2j1+1,2j2 und y2j1+1,2j2+1 ergeben sich analog unter Berücksichtigung
der auftretenden Gewichte.
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Die Datenflußstruktur dieses 2D-FFT Algorithmus läßt sich durch einen log4N
2-

dimensionalen Butterfly-Graph zur Basis 4 (Abbildung 7) beschreiben, wenn die
Eingangsmatrix wie folgt auf die Knoten verteilt wird

0 1 4 5
2 3 6 7
8 9 12 13
10 11 14 15

und in den Knoten folgende Funktionen

g1(a, b, c, d) = f1(f1(a, c), f1(b, d))
g2(a, b, c, d) = f2(f1(a, c), f1(b, d))
g3(a, b, c, d) = f1(f2(a, c), f2(b, d))
g4(a, b, c, d) = f2(f2(a, c), f2(b, d))

(18)

für folgende Bereiche

g1 g2

g3 g4

verwendet werden, wobei f1 und f2 durch Gleichung 15 gegeben sind.

Die Entwicklung eines parallelen Algorithmus für P Prozessoren, der der Struktur
dieses Butterfly-Graphen entspricht, verläuft wie folgt

• jeder Schritt im Basis 4 Butterfly-Graph wird in 2 Schritte zerlegt, wobei
im ersten ein Spalten- und im zweiten ein Zeilentransformationsschritt durch-
geführt wird (Abbildung 8)

• der entstandene Basis 2 Butterfly-Graph mit ldN 2 Ebenen wird durch Einbet-
ten in einen Butterfly-Graph der Dimension ld 2P auf 2P Prozessoren skaliert
(Abbildung 9)

• die letzten ldN2 − ld 2P Schritte lassen sich durch einen beliebigen iterativen
2D-FFT Algorithmus lokal auf den einzelnen Prozessoren berechnen (Abbil-
dung 10)

• im Butterfly-Graph der Dimension ld 2P werden mit jedem der ld 2P Schritte
die Knoten Shuffle-permutiert (σld 2P,0), so daß ein homogener iterierter de

Bruijn-Graph entsteht (Abbildung 11)

• der de Bruijn-Graph wird in einen de Bruijn-Graph der Dimension ldP einge-
bettet, so daß Funktionen, die identische Daten benötigen, sich auf demselben
Prozessor befinden (Abbildung 12)
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Abbildung 7: Algorithmus 2, Ansatz: log4N
2-dimensionaler Butterfly-Graph zur

Basis 4 (Kanten des 1. Schrittes nur exemplarisch, N 2 = 16).

Abbildung 8: Algorithmus 2, Schritt 1: ldN 2-dimensionaler Butterfly-Graph zur
Basis 2 (N2 = 16).
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Abbildung 9: Algorithmus 2, Schritt 2: Skalierung auf 2P Prozessoren (N 2 = 16
und P = 4).

Abbildung 10: Algorithmus 2, Schritt 3: Butterfly-Graph mit ld 2P globalen Schrit-
ten (P = 4).
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Abbildung 11: Algorithmus 2, Schritt 4: durch Permutation homogenisierter iterierter
de Bruijn-Graph mit ld 2P Schritten (P = 4).

Abbildung 12: Algorithmus 2, Ergebnis: Einbettung in den Kommunikationsgraph
des Zielsystems (N2 = 16 und P = 4).
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Um das Laufzeitverhalten der Algorithmen vergleichen zu können, folgen Meßer-
gebnisse, die auf einem als de Bruijn-Netzwerk konfigurierten Transputer-basierten
System aus bis zu 128 Prozessoren ermittelt wurden. Die in Abbildung 13 rechts
dargestellte Effizienz ist wie folgt definiert

Speedup =
sequentielle Laufzeit

parallele Laufzeit
(≥ 1) (19)

Effizienz =
Speedup

Anzahl an Prozessoren
(≤ 1) (20)

Abbildung 13: links: Vergleich der Laufzeit auf unterschiedlichen Standardprozesso-
ren und Transputern, rechts: Effizienz der Algorithmen 1 und 2 für N ×N - Bilder
(Ergebnisse übernommen aus [1]).
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